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Quelques questions d’approximation faible pour les tores alge´briques
J.-L. Colliot-The´le`ne et V. Suresh
Introduction
Il est bien connu que les tores alge´briques de´finis sur un corps global ne satisfont pas
ne´cessairement l’approximation faible : e´tant donne´ un ensemble S fini non vide de places du
corps global K, et un K-tore T , le groupe des points rationnels T (K) n’est pas ne´cessairement
dense dans le produit
∏
v∈S T (Kv).
Pour chaque place v, le groupe T (Kv) est ici muni de la topologie induite par celle du corps
local Kv, comple´te´ de K en la place v. C’est un groupe topologique commutatif localement
compact. Notons T (Ov) ⊂ T (Kv) son sous-groupe compact maximal. Dans plusieurs contextes,
on a e´te´ amene´ a` se poser la question d’approximation suivante, ou` l’on demande moins que
l’approximation faible.
Question semi-locale Le sous-groupe ouvert T (K).
∏
v∈S T (Ov) de
∏
v∈S T (Kv) co¨ıncide-
t-il avec
∏
v∈S T (Kv) ?
En d’autres termes, l’application naturelle de T (K) vers le groupe discret
∏
v∈S T (Kv)/T (Ov)
est-elle surjective ? Lorsque l’ensemble S est re´duit a` une place, la question fut pose´e par Bruhat
et Tits (voir [CTS2], Remark 8.3 p. 192).
Dans cet article, sur un corps global de caracte´ristique positive, nous re´pondons ne´gativement
a` la question semi-locale (mais laissons ouverte la question de Bruhat et Tits). Nous re´pondons
aussi ne´gativement a` la question purement locale suivante ([CTS2], Remark 8.3 p. 192).
Question locale Soient K un corps local, T un K-tore, T (OK) ⊂ T (K) le sous-groupe
compact maximal, RT (K) ⊂ T (K) le sous-groupe des e´le´ments R-e´quivalents a` l’e´le´ment neutre.
A-t-on T (OK).RT (K) = T (K) ?
Enfin, lorsque K est un corps de fonctions d’une variable sur un corps fini, nous re´pondons
ne´gativement a` une question souleve´e par D. Bourqui. Cette question (Question globale, §3
ci-dessous) est apparue naturellement dans le travail [B] sur la fonction zeˆta des hauteurs sur
une varie´te´ torique sur un corps K de fonctions d’une variable sur un corps fini. La re´ponse
ne´gative que nous apportons permet a` Bourqui de montrer que la constante de´finie par Peyre
[P1] et Batyrev/Tschinkel [BT] (voir le rapport [P2]) pour les varie´te´s toriques sur un corps de
nombres K doit, dans le cas fonctionnel, eˆtre multiplie´e par une certaine constante (a` valeurs
entie`res) non ne´cessairement e´gale a` 1.
On trouvera au §1 des rappels de [CTS1]. Un bref §2 discute les questions locale et semi-
locale. Au §3, on pre´sente la question globale. Le §4 contient la description alge´brique du tore
que nous utilisons pour donner des contre-exemples. Le §5 contient la re´ponse ne´gative a` la
question locale. Le §6 contient la re´ponse ne´gative aux questions semi-locale et globale.
§1 Re´solutions flasques et coflasques, R-e´quivalence : rappels
Soit L/K une extension finie de corps, galoisienne de groupe G. Etant donne´ un K-tore
T de´ploye´ par L, c’est-a`-dire un K-groupe alge´brique T tel que le L-groupe T ×K L est L-
isomorphe a` un produit de groupes multiplicatifs Gm,L, on note T
∗ = HomL−groupe(TL,Gm,L)
son groupe des caracte`res. C’est un G-re´seau. On note T∗ = HomL−groupe(Gm,L, TL) le groupe
des cocaracte`res de T ×K L. C’est le G-re´seau dual du G-re´seau T ∗, c’est-a`-dire que l’on a
T ∗ = HomZ(T∗,Z).
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On sait (Endo-Miyata, Voskresenski˘ı, voir [CTS1] §1, Lemme 3) que pour tout G-re´seau T∗
on peut trouver une suite exacte de G-re´seaux
0→ F∗ → P∗ → T∗ → 0 (1)
avec P∗ un G-module de permutation et F∗ un G-module coflasque, c’est-a`-dire tel que
H1(H,F∗) = 0 pour tout sous-groupe H ⊂ G. Une telle suite est dite re´solution coflasque
du G-re´seau T∗. Si
0→ F1∗ → P1∗ → T∗ → 0,
et
0→ F2∗ → P2∗ → T∗ → 0,
sont deux telles re´solutions, on montre ([CTS1], §1, Lemme 5 ; [ CTS2], Lemma 0.6) qu’il existe
un isomorphisme de G-re´seaux F1∗ ⊕ P2∗ ≃ F2∗ ⊕ P1∗. Plus pre´cise´ment, si l’on note M∗ le
G-re´seau produit fibre´ de P1∗ → T∗ et P2∗ → T∗, les projections M∗ → P1∗ et M∗ → P2∗ sont
G-scinde´es ([CTS1], Lemmes 1 et 5).
La suite (1) induit une suite exacte de K-tores de´ploye´s par L
1→ F → P → T → 1 (2)
avec P un K-tore quasitrivial et F un K-tore flasque. Une telle suite est appele´e une re´solution
flasque du K-tore T .
Rappelons ici que le G-module T (L) des L-points d’un K-tore T de´ploye´ par L est le G-
module T∗ ⊗ L× = T∗ ⊗Z L× e´quipe´ de l’action diagonale de G.
Deux points p, q de T (K) sont dits R-e´quivalents s’il existe un ouvert U de la droite projective
P1k et un K-morphisme ϕ : U → T tels que p, q ∈ ϕ(U(K)) (on de´montre que c’est une relation
d’e´quivalence). Comme il est e´tabli au §5 de [CTS1], la suite exacte
P (K)→ T (K)→ H1(K,F )→ 0
tire´e de (2) par cohomologie galoisienne calcule la R-e´quivalence sur le groupe T (K) =
(T∗ ⊗ L×)G des points K-rationnels du tore T . L’image de P (K) dans T (K) est exactement le
sous-groupe RT (K) ⊂ T (K) des points R-e´quivalents a` l’e´le´ment neutre dans T (K). En d’autres
termes, T (K)/R = H1(K,F ).
On sait (Endo-Miyata, cf. [CTS1], Prop. 2 p. 184) que lorsque le groupe G est me´tacyclique,
i.e. a tous ses sous-groupes de Sylow cycliques, tout G-module coflasque F∗ est facteur direct
d’un G-module de permutation. Ceci implique H1(K,F ) = 0. Ainsi, si un K-tore T est de´ploye´
par une extension L/K me´tacyclique, on a T (K)/R = 1.
§2 La question locale et la question semi-locale
Soient K un corps local non archime´dien et L/K une extension finie galoisienne de groupe
de Galois G. Soit OK , resp. OL, l’anneau des entiers de K, resp. L. La valuation normalise´e
vL : L
∗ → Z donne naissance a` la suite exacte de G-modules
1→ O×L → L× → Z→ 0,
ou` l’action de G sur Z est triviale, la fle`che L× → Z e´tant donne´e par la valuation (normalise´e)
vL de L.
Soit T un K-tore de´ploye´ par L, T∗ son groupe des cocaracte`res. C’est un G-re´seau.
De la suite exacte de la valuation normalise´e sur L on de´duit la suite exacte de G-modules
0→ T∗ ⊗O×L → T∗ ⊗ L× → T∗ → 0.
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Le groupe (T∗ ⊗O×L )G ⊂ (T∗ ⊗L×)G = T (K) est note´ T (OK). C’est le sous-groupe compact
maximal de T (K).
Le K-tore T est dit anisotrope si l’une des conditions suivantes est satisfaite : TG
∗
= 0, ou
T ∗G = 0. Si T est anisotrope, alors T (OK) = T (K) et T (K) est compact (comme il est bien
connu, et comme il est facile a` e´tablir a` partir des suites ci-dessus, cette condition ne´cessaire
d’anisotropie est une condition suffisante.)
Commenc¸ons par commenter la question locale.
Question locale Soit K un corps local, T un K-tore, T (OK) ⊂ T (K) le sous-groupe compact
maximal, RT (K) ⊂ T (K) le sous-groupe des e´le´ments R-e´quivalents a` l’e´le´ment neutre. A-t-on
T (OK).RT (K) = T (K) ?
En d’autres termes, tout e´le´ment de T (K) est-il produit d’un e´le´ment de RT (K) et d’un
e´le´ment de T (OK) ? En d’autres termes encore, le sous-groupe compact maximal T (OK)
rencontre-t-il toutes les classes pour la R-e´quivalence sur T (K) ?
La re´ponse est trivialement positive si T (K)/R = 1. Elle est positive dans de nombreux cas.
Proposition 2.1 La question locale a une re´ponse affirmative dans chacun des cas suivants.
(i) Le K-tore T a bonne re´duction.
(ii) Le K-tore T est de´ploye´ par une extension me´tacyclique.
(iii) Le K-tore T est anisotrope.
(iv) Le K-tore T est de´ploye´ par une extension finie galoisienne L/K et admet une re´solution
flasque du type
1→ F → (RL/KGm)n → T → 1.
(v) (Bourqui) Le K-tore T est de´ploye´ par une extension L/K totalement ramifie´e.
De´monstration
Dans le cas (i), le tore est de´ploye´ par une extension cyclique, ce cas est un cas particulier
de (ii). Dans le cas (ii), on a T (K)/R = 1 comme il a e´te´ rappele´ au §1. Ces cas sont donc
e´vidents. Le cas (iii) l’est aussi, car, comme il a e´te´ rappele´ ci-dessus, si T est anisotrope, alors
T (OK) = T (K).
Etablissons le cas (iv). Soit G le groupe de Galois de L/K. Le K-tore RL/KGm a le module
galoisien Z[G] pour groupe des cocaracte`res. Soit
0→ F∗ → P∗ → T∗ → 0
une suite exacte de G-re´seaux du type (1), avec P∗ = (Z[G])
n pour n > 0 convenable.
En tensorisant la suite de type (1) (qui est Z-scinde´e) par O×L , et en prenant la G-cohomologie
de la suite exacte obtenue, on obtient la suite exacte
(T∗ ⊗O×L )G → H1(G,F∗ ⊗O×L )→ H1(G,P∗ ⊗O×L ),
soit encore
T (OK)→ H1(G,F∗ ⊗O×L )→ 0,
tout groupe de la forme Hr(G,Z[G] ⊗M) avec r > 0 e´tant nul. Si l’on tensorise la suite de
la valuation par le groupe abe´lien libre F∗, et si l’on prend la suite de cohomologie de la suite
exacte courte de G-modules ainsi obtenue, on obtient la suite exacte
H1(G,F∗ ⊗O×L )→ H1(G,F∗ ⊗ L×)→ H1(G,F∗).
Le dernier groupe est nul, car F∗ est coflasque. Ainsi la fle`che compose´e
T (OK)→ H1(G,F∗ ⊗O×L )→ H1(G,F∗ ⊗ L×)
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est surjective. Comme cette fle`che co¨ıncide avec la fle`che compose´e T (OK)→ T (K)→ T (K)/R,
ceci e´tablit l’assertion dans le cas (iv).
On notera que les K-tores normiques R1L/KGm = Ker[NL/K : RL/KGm → Gm], pour L/K
extension finie galoisienne, sont du type (iv) ([CTS1], §6, Prop. 15 p. 206).
Conside´rons maintenant le cas (v), qui nous a e´te´ signale´ par D. Bourqui. Le groupe T (OK)
est le noyau de la fle`che T (K) = (T∗ ⊗ L×)G → T∗G induite par la valuation (normalise´e)
vL : L
× → Z. L’accouplement naturel non de´ge´ne´re´ T∗ × T ∗ → Z induit un homomorphisme
T∗
G → Hom(T ∗G,Z) dont on ve´rifie qu’il est injectif (Lemme 3.1 ci-apre`s). Ainsi T (OK) est le
noyau de l’application compose´e
φK,L : T (K) = (T∗ ⊗ L×)G → T∗G → Hom(T ∗G,Z),
ou` la premie`re f le`che est induite par la valuation vL.
Un e´le´ment de T ∗G correspond a` un K-homomorphisme T → Gm,K . Un tel K-morphisme
induit un homomorphisme T (K)→ K× que l’on peut composer avec la valuation (normalise´e)
vK : K
× → Z. Ceci de´finit un homomorphisme
ψK : T (K)→ Hom(T ∗G,Z).
Soit e l’indice de ramification de L sur K. On ve´rifie aise´ment la formule φK,L = eψK , qui
implique en particulier que le noyau de ψK est T (OK) (le groupe Hom(T
∗G,Z) est sans torsion).
L’application T (L) → Hom(T ∗,Z) induite par la valuation sur L est clairement surjective.
L’application de restriction Hom(T ∗,Z) → Hom(T ∗G,Z) est surjective, car le groupe abe´lien
T ∗G est facteur direct dans T ∗ (le quotient e´tant sans torsion). Ainsi l’application compose´e
T (L)→ Hom(T ∗,Z)→ Hom(T ∗G,Z)
est surjective. La compose´e de cette application avec l’inclusion T (K) ⊂ T (L) est φK,L. Cette
application est G-e´quivariante, l’action de G sur le groupe Hom(T ∗G,Z) e´tant l’action triviale.
Soit θ ∈ Hom(T ∗G,Z). Soit β ∈ T (L) d’image θ par l’application ci-dessus. L’image de
α =
∏
g∈G g.β est [L : K]θ. On a donc
eψK(α) = φK,L(α) = [L : K]θ ∈ Hom(T ∗G,Z).
Supposons l’extension L/K totalement ramifie´e, i.e. e = [L : K]. Alors ψK(α) = θ dans le
groupe abe´lien libre Hom(T ∗G,Z). Comme α est la norme de β ∈ T (L), ceci e´tablit
ψK(NL/K(T (L))) = Hom(T
∗G,Z).
Soit 1 → F → P → T → 1 une re´solution flasque du K-tore T par des K-tores de´ploye´s
par L. L’homomorphisme induit P (L) → T (L) est surjectif, l’application compose´e P (L) →
T (L) → T (K) → Hom(T ∗G,Z) l’est donc aussi, ou` T (L) → T (K) est la norme. Ceci
implique que l’application compose´e P (K) → T (K) → Hom(T ∗G,Z) est surjective. La fle`che
T (K) → Hom(T ∗G,Z) est ici ψK , son noyau est T (OK). On voit donc que T (K) est engendre´
par T (OK) et l’image de P (K)→ T (K), qui est le sous-groupe RT (K).
Discutons maintenant la question semi-locale. Soient K un corps global et S un ensemble
fini non vide de places de K. Soit T un K-tore de´ploye´ par une extension finie galoisienne L/K
de groupe de Galois G. Soit
0→ F∗ → P∗ → T∗ → 0
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une suite exacte de G-re´seaux du type (1), induisant une suite exacte de K-tores
1→ F → P → T → 1.
On a les inclusions e´videntes suivantes :
T (K).
∏
v∈S
T (Ov) ⊂ T (K).
∏
v∈S
(T (Ov).RT (Kv)) ⊂
∏
v∈S
T (Kv).
Le premier groupe est un sous-groupe ouvert de
∏
v∈S T (Kv) contenant T (K). Le K-tore P
est quasi-trivial, donc est un ouvert de Zariski d’un espace affine. Ainsi P (K) est dense dans∏
v∈S P (Kv). Ceci implique que l’image de P (K) dans T (K) est dense dans le produit des images
des P (Kv) dans
∏
v∈S T (Kv), c’est-a`-dire dans
∏
v∈S RT (Kv). Tout point de
∏
v∈S RT (Kv) peut
donc s’e´crire comme le produit d’un e´le´ment d’un e´le´ment de T (K) (dans l’image de P (K)) et
d’un e´le´ment de l’ouvert
∏
v∈S T (Ov). Ainsi la premie`re inclusion ci-dessus est une e´galite´.
Ceci permet de reformuler la question semi-locale de la fac¸on suivante :
L’application naturelle T (K).
∏
v∈S T (Ov)→
∏
v∈S H
1(Kv, F ) est-elle surjective ?
Ceci montre aussi :
Proposition 2.2 Une re´ponse affirmative a` la question locale (pour chaque Kv-tore T×KKv)
implique une re´ponse affirmative a` la question semi-locale.
§3 La question globale (cas fonctionnel)
Soient F un corps fini et K un corps de fonctions d’une variable sur le corps F, c’est-a`-dire
une extension de type fini, de degre´ de transcendance un, du corps F. On ne suppose pas le corps
F alge´briquement ferme´ dans K. Soit L/K une extension finie de corps. Soit ΩL l’ensemble des
places de L, et pour w ∈ ΩL, soient Lw le comple´te´ de L en w et Ow son anneau des entiers.
On note encore w : L×w → Z la valuation normalise´e (i.e. d’image le groupe Z tout entier). Le
corps re´siduel Fw du corps local Lw est une extension finie de F. Soit IL le groupe des ide`les de
L, c’est-a`-dire le produit restreint des L×w pour w ∈ ΩL. On note
degL,F : IL → Z
l’homomorphisme qui envoie la famille {yw}w∈ΩL sur
∑
w∈ΩL
[Fw : F]w(yw). Cet homomor-
phisme est trivial sur l’image diagonale de L× dans IL (loi de re´ciprocite´, “le nombre des
ze´ros est e´gal au nombre des poˆles”). Il est aussi trivial sur le sous-groupe compact maximal∏
w∈ΩL
O×w .
Si l’extension L/K est de plus galoisienne de groupe G, le groupe G agit naturellement sur
IL, et trivialement sur Z. On ve´rifie que l’homomorphisme degL,F : IL → Z est G-e´quivariant.
Soient F, K, L comme ci-dessus, avec l’extension L/K galoisienne de groupe G. Soit T un
K-tore de´ploye´ par L. L’homomorphisme degL,F : IL → Z induit un G-homomorphisme
degL,F,T : T∗ ⊗ IL → T∗,
qui est G-e´quivariant, l’action de G a` gauche e´tant l’action simultane´e sur T∗ et IL.
L’homomorphisme ainsi obtenu est fonctoriel en les K-tores de´ploye´s par L. Il est nul sur
T∗ ⊗ L× et sur T∗ ⊗ (
∏
w∈ΩL
O×w ).
Cet homomorphisme induit sur les points fixes sous G un homomorphisme de groupes abe´liens
degL,F,T : T (AK) = (T∗ ⊗ IL)G → TG∗ ,
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c’est-a`-dire des ide`les de T (sur K) vers TG
∗
. Cet homomorphisme s’annule sur le sous-groupe
compact maximal des ide`les de T , qui est
∏
v∈ΩK
T (Ov) = (T∗ ⊗ (
∏
w∈ΩL
O×w ))
G et sur
T (K) ⊂ T (AK). L’homomorphisme ainsi obtenu est fonctoriel en les K-tores de´ploye´s par
le corps L.
Soit
0→ F∗ → P∗ → T∗ → 0
une suite exacte de G-re´seaux du type (1) (re´solution coflasque de T∗).
Question globale L’application compose´e de degL,F,P : P (AK) = (P∗ ⊗ IL)G → PG∗ et de
PG
∗
→ TG
∗
a-t-elle meˆme image que l’application degL,F,T : T (AK) = (T∗ ⊗ IL)G → TG∗ ?
(Par fonctorialite´, la premie`re image est contenue dans la seconde.)
On voit imme´diatement que la re´ponse a` cette question ne de´pend pas du choix du corps fini
F ⊂ K. En utilisant les proprie´te´s des re´solutions flasques et coflasques, on voit aussi que la
re´ponse a` cette question ne de´pend que du K-tore T , elle ne de´pend ni du choix du corps de
de´ploiement L/K ni du choix de la re´solution coflasque (1) de T∗.
Montrons que cette question est e´quivalente a` celle rencontre´e par Bourqui dans [B]. Soit G
un groupe fini et M un G-re´seau. On note M◦ le G-re´seau Hom(M,Z) = HomZ(M,Z).
Lemme 3.1 Soit M un G-re´seau. L’inclusion MG ⊂ M induit une application injective
(M◦)G →֒ (MG)◦ a` conoyau fini.
De´monstration Conside´rons la suite exacte
0→MG →M → R→ 0
de´finissant R comme le conoyau de l’inclusion naturelle. Le groupe abe´lien R est sans torsion, la
suite est donc scinde´e comme suite de groupes abe´liens. On a donc la suite exacte de G-modules
duale
0→ R◦ →M◦ → (MG)◦ → 0.
Soit ϕ ∈ (R◦)G = HomG(R,Z). Pour tout r ∈ R, on a NGr = 0. On a donc 0 = ϕ(NGr) =
NG(ϕ(r)) = n(ϕ(r)), ou` n > 0 est l’ordre de G. Ainsi ϕ(r) = 0 pour tout r ∈ R, i.e. ϕ = 0. Ceci
e´tablit (R◦)G = 0. Le de´but de la suite exacte de G-cohomologie associe´e a` la dernie`re suite
exacte s’e´crit donc
0→ (M◦)G → (MG)◦ → H1(G,R◦),
ce qui e´tablit le lemme.
Soit χ ∈ T ∗G, c’est-a`-dire un caracte`re, de´fini sur K, du K-tore T . La donne´e d’un tel
e´le´ment χ e´quivaut a` celle d’un homomorphisme G-e´quivariant T∗ → Z. Celui-ci induit un
homomorphisme G-e´quivariant T∗ ⊗ IL → IL et donc, en prenant les points fixes sous G, un
homomorphisme T (AK)→ IK . On peut composer ceci avec l’application degK,F : IK → Z. On
de´finit ainsi une application biline´aire
T (AK)× T ∗G → Z
soit encore
degT,K,F : T (AK)→ Hom(T ∗G,Z),
qui est nulle sur l’image de T (K) dans T (AK) et sur tout e´le´ment de
∏
v∈Ω T (Ov). L’application
ainsi de´finie est fonctorielle en le K-tore T . Elle ne de´pend pas du choix du corps de de´ploiement
L/K de T . Lorsque le corps F est alge´briquement ferme´ dans K, elle co¨ıncide avec l’application
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degT de´finie au §2.3 de [B]. Un calcul analogue au calcul local fait au §2 (formule φK,L = eψK)
e´tablit le lemme suivant.
Lemme 3.2 La fle`che compose´e
T (AK)→ TG∗ →֒ Hom(T ∗G,Z),
ou` la premie`re fle`che est degL,F,T et la seconde fle`che l’inclusion naturelle du Lemme 3.1, est
e´gale a` [L : K].degT,K,F.
En appliquant le foncteur Hom(•,Z) a` la suite (1), on obtient une suite exacte de G-re´seaux
0→ T ∗ → P ∗ → F ∗ → 0,
une fle`che T ∗G → P ∗G et une fle`che
Hom(P ∗G,Z)→ Hom(T ∗G,Z).
L’application compose´e
degP,K,F : P (AK)→ Hom(P ∗G,Z)→ Hom(T ∗G,Z)
a son image contenue dans celle de l’application
degT,K,F : T (AK)→ Hom(T ∗G,Z).
Le proble`me rencontre´ dans [B] est le suivant : Ces deux images co¨ıncident-elles ? Lorsque
F est alge´briquement ferme´ dans K, le quotient des deux images est le groupe fini note´ KT
dans [B] (§2.7). Le Lemme 3.2 montre que le proble`me se traduit imme´diatement en la question
globale.
Comme le note Bourqui ([B], Prop. 2.15), il est des cas ou` la question globale a une re´ponse
positive.
(a) C’est le cas si le K-tore T est anisotrope, car alors TG
∗
= 0 et T ∗G = 0.
(b) C’est le cas si le corps des constantes de K co¨ıncide avec celui de L, i.e. est alge´briquement
ferme´ dans L. Bourqui montre ([B], §2.9, Lemme 2.18) que sous l’hypothe`se que le corps F est
alge´briquement ferme´ dans K et dans L, l’application degT,K,F : T (AK)→ Hom(T ∗G,Z) envoie
NGT (AL) ⊂ T (AK) surjectivement sur Hom(T ∗G,Z). Comme par ailleurs P (AL) se surjecte
sur T (AL), ceci e´tablit la surjectivite´ voulue.
(c) C’est le cas si le K-tore T satisfait l’approximation faible ([B], Lemme 2.13 et Prop. 2.15).
A ce sujet, on a l’e´nonce´ plus ge´ne´ral suivant.
Proposition 3.3 Soit T un K-tore de´ploye´ par l’extension galoisienne finie L/K de groupe
de Galois G. Soit S l’ensemble fini des places de K telles que le groupe de Galois local ne soit
pas me´tacyclique. Si la re´ponse a` la question semi-locale pour T et S est affirmative, i.e. si
le sous-groupe ouvert T (K).
∏
v∈S T (Ov) de
∏
v∈S T (Kv) co¨ıncide avec
∏
v∈S T (Kv), alors la
question globale pour T a une re´ponse affirmative.
De´monstration Soit
1→ F → P → T → 1
une re´solution flasque de T par des K-tores de´ploye´s par L. En toute place v de K non dans S,
le the´ore`me d’Endo et Miyata rappele´ au §1 assure que le Kv-tore F ×KKv est un facteur direct
d’un Kv-tore quasitrivial, ce qui implique H
1(Kv, F ) = 0, et donc P (Kv) → T (Kv) surjectif.
7
Soit ξ = {tv}v∈Ω ∈ T (AK). Si la question semi-locale pour T et S a une re´ponse affirmative, il
existe t ∈ T (K) tel que toute composante de t.ξ pour v ∈ S soit dans T (Ov). En toute place v non
dans S, la composante de t.ξ est dans l’image de P (Kv). On voit ainsi que t.ξ est le produit d’un
ide`le appartenant a`
∏
v∈Ω T (Ov) et d’un ide`le dans l’image de P (AK)→ T (AK). L’application
degT,K,F : T (AK) → Hom(T ∗G,Z) est nulle sur le groupe compact
∏
v∈Ω T (Ov), et par
re´ciprocite´ elle est nulle sur T (K) ⊂ T (AK). On voit donc que l’image de ξ dans Hom(T ∗G,Z)
est l’image d’un e´le´ment de l’application compose´e P (AK)→ T (AK)→ Hom(T ∗G,Z).
(d) Le rapporteur note que l’on peut aussi, dans le cas global ici conside´re´, e´tablir l’analogue
du cas (iv) de la Proposition 2.1.
§4. Construction et e´tude d’un re´seau muni d’une action du groupe de Klein.
Etant donne´ un groupe fini G, on note Z le re´seau Z avec action triviale de G et on note
Z[G] le G-re´seau standard de Z-base les e´le´ments de G. On note IG le noyau de l’augmentation
εG : Z[G] → Z. On note NG =
∑
g∈G g ∈ Z[G]. On sait ([CTS1], Prop. 15 p. 206) que si les
e´le´ments σi, i ∈ I, engendrent le groupe G, alors le G-homomorphisme ⊕i∈IZ[G] → IG qui sur
la coordonne´e i envoie 1 sur 1− σi est surjectif et a pour noyau un G-module coflasque.
Soit G =< σ, τ > avec σ2 = 1, τ2 = 1, στ = τσ. Soit T∗ le G-re´seau noyau de l’homomor-
phisme
Z[G]⊕ IG → Z[G]⊕ Z[G]
donne´ par
(t, x) 7→ (σt− t− x− τx, τt− t− x− σx).
Lemme 4.1
(i) L’application compose´e de l’inclusion T∗ ⊂ Z[G]⊕IG et de la projection Z[G]⊕IG → Z[G]
est injective.
(ii) On a la suite exacte de G-re´seaux
0→ Z→ T∗ → IG → 0,
ou` l’application Z → T∗ →֒ Z[G] ⊕ IG est donne´e par 1 7→ (NG, 0) et ou` l’application T∗ → IG
est la compose´e de T∗ →֒ Z[G]⊕ IG et de la projection sur le second facteur.
La preuve est laisse´e au lecteur. Bien que nous n’en ayons pas besoin, notons qu’on a une
suite exacte longue
0→ T∗ → Z[G]⊕ IG → (1− σ)(Z+ Zτ)⊕ (1− τ)(Z+ Zσ)→ Z→ 0.
Dans cette suite, chacun des G-modules (1−σ)(Z+Zτ) et (1−τ)(Z+Zσ) est un G-sous-module
de Z[G], la fle`che compose´e
Z[G]⊕ IG → (1− σ)(Z+ Zτ)⊕ (1− τ)(Z+ Zσ) ⊂ Z[G]⊕ Z[G]
est la fle`che (t, x) 7→ (σt− t− x− τx, τt− t− x− σx) dont le noyau de´finit T∗, l’application
(1− σ)(Z+ Zτ)⊕ (1− τ)(Z+ Zσ)→ Z
envoie ((1− σ)(a+ bτ), (1− τ)(c+ dσ)) sur a+ c− b− d.
L’homomorphisme ϕ : Z[G] ⊕ Z[G] → IG donne´ par (a, b) 7→ a(1− σ) + b(1− τ) donne une
re´solution coflasque
0→ F∗ → Z[G]⊕ Z[G]→ IG → 0
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de IG. L’image re´ciproque
0→ Z→ P∗ → Z[G]⊕ Z[G]→ 0
de la suite du Lemme 4.1 par ϕ de´finit une extension de Z[G]⊕Z[G] par Z. Toute telle extension
de G-re´seaux est scinde´e (H1(G,Z) = 0). Il existe donc un G-rele`vement Z[G]⊕Z[G]→ T∗ de ϕ.
On peut prendre pour ce rele`vement la fle`che qui a` (1, 0) associe (σ+στ, 1−σ) et a` (0, 1) associe
(τ + στ, 1− τ). (Deux tels rele`vements diffe`rent par une application (a, b) 7→ (an+ bm)(NG, 0),
ou` n et m peuvent eˆtre pris arbitraires.)
L’image re´ciproque de la re´solution coflasque
0→ F∗ → Z[G]⊕ Z[G]→ IG → 0
par la fle`che T∗ → IG est une re´solution coflasque de T∗ :
0→ F∗ → P∗ → T∗ → 0,
ou` P∗ = Z⊕ Z[G]⊕ Z[G], la fle`che compose´e
Z⊕ Z[G]⊕ Z[G] = P∗ → T∗ →֒ Z[G]⊕ IG → Z[G]
(la dernie`re fle`che e´tant la projection sur le facteur Z[G] de Z[G]⊕ IG) e´tant donne´e par
(a, b, c) 7→ NGa+ (σ + στ)b+ (τ + στ)c.
§5. La question locale a une re´ponse ne´gative.
Soit K un corps local de corps re´siduel le corps fini F, suppose´ de caracte´ristique p 6= 2.
Soit v : K× → Z la valuation normalise´e. Le groupe H1(K,Z/2) est alors isomorphe a` (Z/2)2.
Soit L/K l’unique extension galoisienne de K de groupe G ≃ Z/2 × Z/2. Soit w la valuation
normalise´e sur L. L’extension L/K est ramifie´e, l’indice de ramification est 2, pour α ∈ K×, on
a w(α) = 2v(α). Le corps re´siduel Fw de L est une extension quadratique de F.
Soit π une uniformisante de K, et soit u ∈ K× une unite´ qui n’est pas un carre´. Soient
L1 = K(
√
π) ⊂ L et L2 = K(
√
u) ⊂ L. Les sous-extensions L1/K et L2/K de L/K sont
quadratiques. Appelons σ ∈ G l’e´le´ment non trivial fixant L1 et τ ∈ G l’e´le´ment non trivial
fixant L2.
La re´solution coflasque de G-modules
0→ F∗ → P∗ → T∗ → 0
conside´re´e au §4 induit sur les K-points des K-tores de´ploye´s par L associe´s un homomorphisme
K× × L× × L× = P (K) → T (K) ⊂ L× × L×,1, ou` L×,1 ⊂ L× est le sous-groupe des e´le´ments
de norme 1. L’image de P (K) dans T (K) est le sous-groupe RT (K) des e´le´ments R-e´quivalents
a` 1. La compose´e de l’inclusion T (K) ⊂ L× ×L×,1 et de la projection sur le premier facteur de
ce dernier produit de´finit un plongement T (K) ⊂ L×.
L’homomorphisme compose´ K× × L× × L× = P (K)→ T (K) ⊂ L× est alors donne´ par
(α, β, γ) 7→ α.((1 + τ)σβ).((1 + σ)τγ) ∈ L×
La valuation normalise´e w d’un tel e´le´ment de L× est paire. En effet pour tout e´le´ment
α ∈ K× ⊂ L× on a w(α) = 2v(α) et pour tout e´le´ment δ ∈ L× et tout g ∈ G, on a
w(δ.g(δ)) = 2w(δ).
Supposons que −1 est un carre´ dans F, donc dans K. Soit i ∈ K tel que i2 = −1.
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Conside´rons l’e´le´ment (
√
uπ, i) ∈ L× × L×. Comme i ∈ K, on a NG(i) = 1, donc
(
√
uπ, i) ∈ L× × L×,1. Par ailleurs σ(√uπ)/√uπ = −1 = iτ(i) et τ(√uπ)/√uπ = −1 = iσ(i).
Donc (
√
uπ, i) appartient a` T (K) ⊂ L× × L×,1. L’image de (√uπ, i) par la projection sur le
premier facteur est
√
uπ ∈ L×, dont la valuation normalise´e est 1.
Comme l’image du sous-groupe compact maximal de T (K) dans L× est dans O×L , on conclut
que, via la projection T (K) → L× donne´e par le premier facteur, l’image du sous-groupe
engendre´ par le sous-groupe compact maximal de T (K) et le sous-groupe image de P (K) consiste
en des e´le´ments de valuation normalise´e paire de L×, alors qu’il existe un e´le´ment de T (K) dont
l’image dans L× est de valuation normalise´e 1. Ceci e´tablit T (K) 6= T (OK).RT (K).
D’apre`s la Proposition 2.2, la re´ponse ne´gative a` la question semi-locale, que nous allons
donner au §6, donne aussi une re´ponse ne´gative a` la question locale. Mais d’une part le calcul
du pre´sent paragraphe est utilise´ au §6, d’autre part il vaut aussi pour un corps local K de
caracte´ristique nulle.
§6. Les questions semi-locale et globale ont une re´ponse ne´gative.
Soit F un corps fini de caracte´ristique impaire, tel que −1 soit un carre´ dans F. Soit F′
l’extension quadratique de F. Soient K = F(λ) le corps des fractions rationnelles sur F, puis
L1 = F(
√
λ), L2 = F
′(λ) et L = F′(
√
λ).
Le groupe de Galois G de L/K est Z/2× Z/2 =< σ, τ >, ou` σ est l’e´le´ment non trivial qui
laisse fixe L1 et τ l’e´le´ment non trivial qui laisse fixe L2.
Soit T∗ comme au §4. On dispose donc du G-homomorphisme
Z⊕ Z[G]⊕ Z[G] = P∗ → T∗
qui, compose´ avec la projection de T∗ ⊂ Z[G]⊕ IG sur le premier facteur, se lit
(a, b, c) 7→ NGa+ (σ + στ)b+ (τ + στ)c ∈ Z[G].
Comme au §3, on note degL,F : IL → Z le degre´ relatif au corps de base F.
Proposition 6.1 L’image de l’application compose´e de degL,F,P : P (AK) = (P∗ ⊗ IL)G →
PG
∗
et de PG
∗
→ TG
∗
est strictement contenue dans l’image de l’application degL,F,T : T (AK) =
(T∗ ⊗ IL)G → TG∗ .
De´monstration Pour e´tablir cette proposition, il suffit de montrer les deux faits suivants :
(a) Conside´rons l’application compose´e
P (AK) = (P∗ ⊗ IL)G → PG∗ → TG∗ → Z[G]G ≃ Z,
ou` le dernier isomorphisme Z[G] ≃ Z est l’inverse de l’application envoyant 1 sur NG, et ou`
la fle`che TG
∗
→ Z[G]G est induite par la projection de T∗ ⊂ Z[G] ⊕ IG sur le premier facteur.
L’image de cette application compose´e est contenue dans 4Z.
(b) L’image de l’application compose´e
T (AK) = (T∗ ⊗ IL)G → TG∗ → Z[G]G ≃ Z,
contient 2 ∈ Z.
Etablissons le point (a). L’application conside´re´e est obtenue de la fac¸on suivante. On
conside`re le G-homomorphisme Z⊕ Z[G]⊕ Z[G]→ Z[G] donne´ par
(a, b, c) 7→ NGa+ (1 + τ)σb+ (1 + σ)τc
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et l’homomorphisme degL,F : IL → Z. On tensorise
(Z⊕ Z[G]⊕ Z[G])⊗ IL → Z[G]⊗ IL → Z[G]
et on prend les points fixes sous G. Ceci donne
IK ⊕ (Z[G]⊗ IL)G ⊕ (Z[G]⊗ IL)G → (Z[G]⊗ IL)G → Z[G]G = ZNG,
qu’on identifie a`
IK ⊕ IL ⊕ IL → IL → Z,
ou` IK → IL est l’inclusion naturelle, la premie`re application IL → IL est donne´e par
ξ 7→ (1 + τ)σξ, la seconde par η 7→ (1 + σ)τη, et la fle`che IL → Z est degL,F. La compose´e
de l’application diagonale IK → IL et de degL,F : IL → Z est 4.degK,F. L’application degre´
degL,F : IL → Z est G-e´quivariante. Ainsi l’image de (1 + τ)σξ ∈ IL dans Z appartient a`
2degL,F(IL) ⊂ Z. Mais pour tout comple´te´ Lw de L le corps re´siduel Fw contient F′, et donc
[Fw : F] est pair. On a donc degL,F(IL) ⊂ 2.Z, et l’image de (1 + τ)σξ ∈ IL dans Z est dans
4.Z. L’argument est le meˆme pour l’image de (1 + σ)τη.
Pour e´tablir le point b), conside´rons simplement la place v de K de´finie par t = 0. Il y a une
seule place w de L au-dessus de v, et l’extension locale Lw/Kv est F
′((
√
λ))/F((λ)), elle est du
type conside´re´ au §5. L’application compose´e
T (Kv) ⊂ T (AK)→ TG∗ → Z[G]G ≃ Z
envoie (t, x) ∈ T (Kv) ⊂ L×w × L×,1w sur [Fw : Fv]w(t) = [F′ : F]w(t) = 2w(t), ou` w est la
valuation normalise´e de Lw. On a vu au §5 qu’il existe un e´le´ment (t, x) ∈ T (Kv) avec w(t) = 1.
Ceci ache`ve la de´monstration.
Ainsi la question globale (§3) a une re´ponse ne´gative. D’apre`s la Proposition 3.3, ceci implique
que la question semi-locale (sur un corps de fonctions d’une variable sur un corps fini) a une
re´ponse ne´gative.
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